Thomas Verdebout

Université Libre de Bruxelles

2015



Plan de la partie Statistique du cours

1. Introduction.

2. Théorie de I'estimation.

3. Tests d’hypothéses et intervalles de confiance.

4. Régression.

5. ANOVA.



Problemes de test

Soit X = (X1, ..., Xs) un échantillon provenant d'un modéle statistique
P ={Py |0 € ©}. Considérons une partition de © en

© = Ho® H: (P désigne une réunion disjointe)
ou Hy est appelée I'hypothese “nulle” (en anglais, null hypothesis) et H; est la

“contre-hypothése” (en anglais, alternative).

Un probléme de test est un probleme de décision dans lequel deux décisions
seulement sont possibles:

(i) Le rejet de I'hypothese nulle (RHp) aprés observation de X;
(i) Le non-rejet de Hy (NRHo) aprés observation de X.



Problémes de test

Définition

Un test est une statistique, traditionnellement notée ¢, a valeurs dans {0,1}, qui
sert de régle de décision : ¢(X) = 0 signifie NRHy tandis que ¢(X) = 1 signifie RHo.

Exemple (échantillon de Bernoulli)

Considérons n jets Xi, ..., X, d'une piéce de monnaie : P[“face”] =p, © =[0,1] .
Supposons qu’on mette en doute le fait que cette piéce soit correctement équilibrée,
c'est-a -dire I'hypothése que p = 1/2.

Est-il raisonnable, apres observation des résultats des n jets, de rejeter cette
hypothese?



Problemes de test

Le probléme de décision ainsi posé est le probléeme de test
Ho:p=1/2 : la piéce est correctement équilibrée

Hi:p#1/2 la piece n'est pas correctement équilibrée.

Nous savons qu'un estimateur raisonnable de p est donné par
1 n
[AJ == E Xi
n
i=1

Il parait donc raisonnable de rejeter I'hypotheése si la proportion observée p de
résultats “face” est “trop petite” (p < 1/2 — a) ou “trop grande” (p > 1/2 + a) par
rapport 3 1/2. Cette régle de décision est un test de la forme

1 sip¢[l/2+a] (proportion observée p “trop” différente de 1/2)

¢ =o(p) =
) 0 sipe[l/2+a] (proportion observée de p “proche” de 1/2).

Mais comment déterminer a ?



Risques de premiére et de seconde espéce

Soit ¢ un test (pour un probléme associé a un paramétre 8, une hypothése nulle Ho
et une contre-hypothése H;). Deux erreurs peuvent étre commises :

> |'erreur de premiére espéce, qui consiste a rejeter |I'hypothése nulle correcte

> |'erreur de seconde espéce, qui est celle de ne pas rejeter I'hypothese nulle fausse.

6 € Ho 0cH
¢ =0 (NRHp) décision correcte erreur (risque) de 2nde espéce
¢ =1 (RHo) || erreur (risque) de 1lére espéce décision correcte

La probabilité de commettre chacune de ces deux erreurs est appelée risque; ce risque
est fonction de la valeur (inconnue) de 6.



Risques de premiére et de seconde espéce

Définition

Le risque de premiére espéce est la probabilité de rejeter I'hypothése quand celle-ci
est correcte (quand 6 € Hp):

Po [RH()] =Py [(ZS(X) = 1] = Ey [(]5] quand 6 € Hy.

Définition

Le risque de seconde espéce est la probabilité de ne pas rejeter I'hypothése quand
celle-ci est fausse (quand 6 € H:):

Po[NRHo] =1- P9[¢(X) = 1] =1- E9[¢] quand @ € H;.

Le test idéal serait celui qui minimiserait a la fois les risques de premiére et de
seconde espeéce.



Risques de premiére et de seconde espéce

Pour minimiser a la fois les risques de premiére et de seconde espeéce, il faudrait
minimiser Eg[¢] pour @ € Hy et minimiser 1 — Eg[¢] pour 8 € H; (ou de facon
équivalente maximiser Eg[¢] pour 8 € H,)

Ces deux objectifs ne peuvent étre atteints simultanément. En effet,

> le test ¢ = 0 (ne jamais rejeter) minimise Eg[¢] pour 8 € Hp

> tandis que le test ¢ = 1 (toujours rejeter) maximise Eg[¢] pour 8 € H;.



Le Principe de Neyman

Afin de résoudre ce dilemme, le principe ci-dessous, appelé Principe de Neyman, est
appliqué. Définissons tout d'abord le concept de puissance.

Définition
La puissance d’un test est donc la probabilité Pg[d(X) = 1] = Eg[¢], 0 € H1 pour
que celui-ci rejette une hypothése fausse.

Le Principe de Neyman consiste a

(a) se restreindre aux tests ¢ de niveau o sur Ho, c'est a dire aux tests satisfaisant
la contrainte de niveau
Eg[4] < a, 0 € Ho
ol o est fixé a I'avance (valeurs usuelles : 0.01; 0.05; 0.01; 0.001).

(b) parmi les test de niveau «, choisir celui (existence ? unicité ?) qui maximise la
puissance uniformément en 6 € H;.



Le Principe de Neyman

Ceci conduit a la définition de la notion de test a puissance uniformément
maximum (PUM,; en anglais, uniformly most powerful, UMP) dans la classe des tests
de niveau .

Definition
Un test ¢ est a3 PUM dans la classe des test de niveau « (pour Hyp contre Hi) si

(i) ¢" est de niveau o : Eg[¢p*] < a  pour tout § € Hy;

(ii) ¢ est au moins aussi puissant, en tout @ € Hi, que tout autre test ¢
satisfaisant a la contrainte de niveau (i) : pour tout ¢ tel que Eg[¢] < a en
tout @ € Ho, Eg[¢] < Eg[¢] pour tout 8 € H; .

Le probléeme de I'existence de tests PUM et de leur construction n'est pas toujours
simple (et des tests PUM n’existent pas pour tous les problémes). Dans la suite,
nous décrirons les tests les plus usuels.



Echantillon gaussien, variance spécifiée : test d’'une moyenne

Soient Xi, ..., X, i.i.d. N(u, cr2), de variance o2 spécifiée.
Probléme de test (unilatéral): Ho: p < o et Hi: p> po

X — 1o
o/vn
Loi sous pt = io : X ~ N(po,0%/n) = Z ~ N(0,1)

Statistique de test : X := 23" Xjou Z :=

Regle de comportement : ¢ = 1 (RHp) si

; . . < [
Z > zi_o ou, de facon équivalente, si X > po + 21—l

Jn

ol z1_q est le quantile d'ordre 1 — « de la variable normale centrée réduite.

Le contenu intuitif de cette régle de comportement est clair : on rejette Ho si X est
“trop grand” par rapport a o, la magnitude du “trop grand” étant calibrée par la
condition de niveau.



Echantillon gaussien, variance spécifiée : test d’'une moyenne

La condition de niveau est satisfaite. En effet,

e en pu=pio, Buy(¢) = Ppuo(¢ =1) = Puy(RHo) = P[Z > z1-0] = o;

En gris : Probabilité de rejet sous p = po.



Echantillon gaussien, variance spécifiée : test d’'une moyenne

o en < po, Eu(¢) =Pu(éd =1) =Pu(RHo) < o En effet,

X—po _ X—p | p—po 1 — po
- - ~ 1

Uo/\/ﬁ O’o/\/ﬁ_'_ 0'0/\/5 '/\/‘<0'0/\/E7 )
—— N——

——

N(0,1) <0 <0




Echantillon gaussien, variance spécifiée : test d’'une moyenne

Ou de maniére analytique:

Pulo = 1) = P (RH) = P | (fjo/jg, 1) . }

K= Ho
=P 1 —a —
N(O, ) >z Uo/ﬁ
——
<0

—_———

>z«

Donc le test satisfait a la condition de niveau.



Echantillon gaussien, variance spécifiée : test d’'une moyenne

De méme, en p > o,

X—po _ X—p | p—po [ — o
- — ~ 1

oo/ VA  oo/vn | ooj/n N(ww’ )
S—— Y=

——

N(0,1) >0 >0




Echantillon gaussien, variance spécifiée : test d’'une moyenne

= = = M_MO Zl—«
Pu(¢—1)—PH(RH0)_P[N(UO/ﬁJ) > }

K — [o
=P 0,1)>z1 0 —
N(?) Z1 Uo/\/ﬁ >aQ
——
<0

— 1 pour p — 0o ou pour n — oco.

Le graphe de la fonction p — E,(¢) pour ce test (noir) est de la forme

|
|
0 ]

Hy Ho H; K

En gris : la puissance d'un autre test de méme niveau, uniformément moins puissant



Echantillon gaussien, variance spécifiée : test d’'une moyenne

La regle de décision pour ce test est

RHo si Z > 210 <= Frno,1)(Z) > Fao,1)(21-a)
= 1-9P(2)<a

oll Far(o,1) est la fonction de répartition (notée ®) de la variable A'(0,1), ce qui
implique ®(z1_o) =1 — o

Definition

1 — ®(Z) est appelée p-valeur du test (c'est une statistique, donc une quantité
aléatoire, fonction de (X1, ..., X,)).

La régle de décision peut donc s'énoncer aussi sous la forme

RHo si p-valeur(Xi, ..., X,) < a.



Echantillon gaussien, variance non spécifiée : test d’'une moyenne

Considérons 3 présent le cas ol Xi, ..., X, i.i.d. N(u,0?) ol (u,02) eER xR,

Probleme de test :

Ho @ u< o (® non spécifié)
Hi > po (® non spécifié),

c'est-a -dire, sous forme de partition de ©,

Ho = (—o0, po] % (0, 00)
Hi = (o, ) x (0, 00);

o2 est appelé paramétre de nuisance;  est appelé paramétre d'intérét.

Grace au lemme de Fisher:
2 2

X ~ N(,u, (L) et % ~ X?y—h
n o
il découle donc du lemme de Fisher que
V(X —p) ) )
o X=p) _(X=n)

= th—1.

\/("52)/(”1) T s/Va-1  Si/n




Echantillon gaussien, variance non spécifiée : test d’'une moyenne

Le test de Student (unilatéral) pour un échantillon ((one-sided) one-sample Student
test) est donné par

X—/.Lo_ )_(—,LLO
S/vn  s/V/n—1

Loisous = po : T ~ th—1

Statistique de test : T =

Regle de comportement : ¢ =1 (RHp) si
S

T > tr_11-a ou, de facon équivalente, si X > o + th_11—a—

Jn

ol th_1.1—q est le quantile d’ordre (1 — &) de la variable de Student 3 n — 1 degrés
de liberté.

Le contenu intuitif de cette régle de comportement est exactement le méme que dans
I'exemple précédent.



Echantillon gaussien, variance non spécifiée : test d’'une moyenne

On peut montrer que ce test

» satisfait a la condition de niveau

» est a puissance uniformément maximale dans la classe des tests sans biais de
niveau «, c'est-a -dire la classe des test ¢ satisfaisant

Eg[¢p] <a 0€ Hy
E¢[¢] > a 0 € Hi.

Remarque 1 : Ici encore, la régle de comportement peut étre décrite en faisant
intervenir la notion de p-valeur; celle-ci se définit comme F;,_,(T), ot F;, , est la
fonction de répartition de la variable de Student 3 n — 1 degrés de liberté.

Remarque 2 : Pour n grand (n > 30), T ~ t,—1 ~ N(0,1), et les quantiles
th—1.1—o peuvent étre remplacés par les quantiles gaussiens zi_,; grace au théoréme
central-limite, I'hypothése gaussienne peut donc étre abandonnée.



Echantillon gaussien, variance non spécifiée : test d’'une moyenne

Remarque 3 : Le probléme unilatéral symétrique du précédent

Ho @ p > po
Hi @ op < o

se traite de la méme facon, mais le rejet se fait pour les “petites” valeurs de X ou de
T.

Regle de comportement : ¢ = 1 (RHp) si

L . T S
T < th—1.a ou, de facon équivalente, si X < uo + th—1,0 —-

NG

Remarquons, que la symétrie par rapport a zéro de la fonction de densité de la
distribution de Student implique que th—1.c = —ta—1.1-a c€ qui implique RHp si
X < po — tnfl;lfa\%

Ici, la p-valeur doit ére calculée comme une “probabilité a gauche” :
p-valeur(Xi, ..., Xs) = Ft,_,(T). La régle de comportement consiste alors a rejeter
I'hypothése nulle si la p-valeur est inférieure a a.



Echantillon gaussien, variance non spécifiée : test d’'une moyenne

Remarque 4 : Choix du test unilatéral
Deux problémes unilatéraux a priori sont possibles :

Ho @ p < pio ot Ho @ p > o

Hi @ ou> o Hi @ op < o
Le choix du probléme unilatéral doit se faire sur base des objectifs a atteindre.

Dans un test d'hypothése, seul le rejet de I'hypothése nulle est concluant car le risque
correspondant (risque de premiére espéce) est contrdlé (au plus égal a «).

Dans le cas d'un non-rejet, le risque de seconde espéce n'est pas contrdlé : il est
aussi petit que possible, mais sa valeur, inconnue, peut étre proche de un. Le
non-rejet est donc une suspension du jugement : les observations ne permettent pas
de rejeter I'hypothese, mais cela n'implique aucune certitude.

Le non-rejet de Hp ne doit en aucune facon étre interprétée comme une “acceptation
de Hp".



Echantillon gaussien, variance non spécifiée : test d’'une moyenne

Remarque 5 : Problémes de test bilatéraux
Considérons des hypotheéses de la forme

Ho : p=po

Hi @ p# o
(o non spécifié). On utilise le test de Student bilatéral (two-sided), version bilatérale
des tests précédents.
Regle de comportement : ¢ = 1 (RHp) si

Lo LD S

T & [—ti—11-a/2i ta11-ay2] ou, de fagon équivalente, si X & |po £ tn—l;l—a/2%
La notion de p-valeur est un peu plus délicate que dans le cas unilatéral.

Supposons que T > 0 : on rejette I'hypothése si T > t,_11_q/2, C'est-a -dire
(1-F, (T))< S, ouencore 2(1—F;,_(T))=2(1—F:,_,(|T|)) < .

On peut donc définir la p-valeur, dans ce test bilatéral, comme

2(1 = Fe, ., (ITD),



Echantillon gaussien, variance non spécifiée : test d’'une moyenne

Le graphe de la fonction u — E,(¢) = P.(RHo) a la forme typique suivante :

E,[9]

Figure: La fonction p — E,(¢) pour le test de Student bilatéral.



