EXAMEN DE MATH F-309
JANVIER 2018

Nowm : PRENOM : SECTION :

QUESTION 1 (4 POINTS)

Soient Xy, ..., X, i.i.d. N(p,X), X = (X1 + -+ X,,)/n et soit a € RP.
1. Quelle est la loi de a’X ?
2. Donnez la définition d’un vecteur aléatoire V qui suit une loi de Wishart de paramétres p, m et X.

3. Montrez que
W= (X; - X)(X; — X)
k=1

suit une loi de Wishart avec comme paramétres p, n — 1 et 2.

QUESTION 2 (5 POINTS)

Soit X = (X1, X9, X3)/, ot X; est une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de paramétre
A >0, Xog = X7+ 1 et X3 est une variable aléatoire indépendante de X et suivant une loi de Poisson de
méme paramétre .

1. Déterminer ¥ = Var(X).
2. Déterminer les composantes principales en fonction de A.
3. Quelle est la part de la variabilité totale expliquée par la premiére composante principale.

Rappel : X suit une loi de Poisson de parameétre A > 0, si P(X = k) = 6_)\%1;’ pour tout entier k > 0.

QUESTION 3 (4 POINTS)

Soient Xj,...,X, i.i.d. N,(p,X).
1. Quels sont les estimateurs maximum de vraisemblance pour g et X7

2. Donnez la preuve du point 1) ci-dessus.

QUESTION 4 (5 POINTS)

Soit X = (X1, X3)" un vecteur aléatoire de loi Na(p,X) ou

a 1 p
m (O> et X (p 1), 0<p<l1

1. Calculer la fonction caractéristique de X.
2. Calculer la probabilité que X1 > p 4+ a sachant que X5 = 1.

3. On considére le probléme de classification avec deux populations : a = 0 pour la popultation m; et
a = 1 pour la population 7y (sans coiits de mauvaise classification et sans a priori). Dans quelle
population classer 'observation x = (1,—1)"?



QUESTION 5 (2 POINTS)

Soit un échantillon i.i.d. Xy,...,X,, de vecteurs aléatoires de loi Fisher-von Mises(FvM) (parameétre
de position § € SP~! et de concentration £ > 0). Pour rappel, un vecteur aléatoire X de loi FvM(#, )
admet une densité de la forme x — ¢, exp(kx'8) (par rapport a la mesure de Lebesgue sur SP71), ot ¢,

est une constante de normalisation. Soit _
. X
0= ——,
Xl

o X :=n"13"  X,. Obtenir la loi asymptotique de V(6 —6).



